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Goals

Visualize the global structure of a language

Solve a technical problem in the unsupervised learning of
morphology (past tenses of English verbs)

Develop a language-independent method











The algorithm is in three steps:

1 First, a determination of similarity between all pairs of
words based on a simple comparison of word-context, and
the creation of a graph C whose edge-weights is determined
directly by those similarities.

2 Second, the computation of the K most significant
eigenvectors of the normalized Laplacian of graph C, and
the calculation of the coordinates of each of the words in Rk

based on these eigenvectors (where K is approximately 10).

3 Third, calculation of a new distance d(., .) between all pairs
of words, viewing the words as points in RK ; a new graph
S is constructed, whose edge weights are directly based on
distance in RK .
The graph S can be directly viewed, using data
visualization tools such as Gephi, and various clustering
techniques can be applied to it as well.



First step: 1

Property

W(-1) = wj the word to the immediately left of w is wj ;
W(1) = wj the word to the immediately right of w is wj ;
W(-2) = wj the word two words left of w is wj ; etc.
W(-2,-1) = (wj ,wk) W(-2)=wj and W(-1)=wk.
W(-1,1) = (wj ,wk) W(-1)=wj and W(1)=wk.
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First step: 2

With all of our experiments described below, we have used the
three features W(-2,-1), W(-1,1), and W(1,2).
Thus, in a corpus consisting the sun shines in Hyde Park, the
word shines would be assigned three features: (the, sun); (sun,
in); and (in, Hyde).



First step: 3

Let V be the number of distinct word types in the language.

Then there are in principle V features of the type W(-2,-1),
and also of the type W(-1,1) and W(1,2).

But the number of such features that are actually used is a
small subset of the total number.

For example, in an English-language encyclopedia
composed of 888,000 distinct words, there were 1,689,000
distinct trigrams, of which 1,465,000 (nearly 87%) occur
only once.



First step: 4

We define f(wi, wj) as the number of distinct features
(using the contextual features just defined) shared by
words wi and wj .

It is natural to think of a graph Cin which the nodes are
our words, and the edges are weighted by f(wi, wj).

The weight between two nodes indicates how many contexts
they share, so all other things being equal, the stronger the
weight of the edge between word A and word B, the more
similar A and B are concerning their syntactic contexts.



Laplacian of a graph is a matrix

The laplacian of a graph, such as C, is defined as the
matrixM in which M(i, j) = f(wi, wj) when i 6= j.

For the diagonal elements, we first define d(i) as∑
k 6=iM(i, k).

d(i) is the number of times word i appears in the corpus
(you see that?).

M(i, i) is defined as −1× d(i).



We now have an initial similarity measure between words,
but this similarity is not normalized for frequency: high
frequency words will be much more similarity to others
words that low frequency words will.

Even if we normalize for frequency, though, the simplest
ways of estimating similarity of distribution between two
words on the basis of this data—using the cosine of the
angle subtended by vectors pointing to each of the two
words—is not as good as we might hope.



Second step: 1

A number of researchers have explored the idea of taking a
large set of data in a space of very high dimensionality, and
finding a subspace of much lower dimensionality which is
almost everywhere fairly close to the data.

We’ve been especially influenced by the work of Partha
Niyogi and Mikhail Belkin in the discussion that follows.



Second step: 2

This means finding the eigenvectors of a normalized version
of the graph laplacian.

The normalized version of M , which we call N , is defined
as follows: for all i,N(i, i) = −1, while for (i, j), i 6= j, we
use the d() function defined above to normalize, and say

that N(i, j) = M(i,j)√
d(i)d(j)

.



Second step and third step

We computed the first 11 eigenvectors of this normalized
laplacian—those with the lowest eigenvalues, and used the 2nd
through the 11th to give us coordinates for each word. Each
word is thus associated with a point in R10. We then select, for
each word, the k closest words to it in this new space. These
are the neighbors that we will explore below.



2,000 words of French

d'enseignement

bouddhisme

consiste

été

travaux

devenir

l'organisation

paris

lors

processus

matière

aux

valeur

protestants

avril

l'origine

neuf

voie

voix

tandis

voir

l'opposition

solution

fonctionnement

succession

importantes

actuellement

peut-être

force

activités

chez

chef

second

machines

italiens

christ

résultats

asie

conquête

chaleur

propre

philippe

populaires

juifs

espagnol

chine

met

protection

mer

côté

également

interne

où

connaissance

naturel

américains

permis

dirigé

populaire

permit

germanique

département

américaine

reste

comité

classification

végétaux

qu'à

outre

commerciaux

chef-lieu

noyau

total

viêtnam

découvert

tels

portugal

leurs

marine

période

considérable

formes

assez

type

mois

élus

populations

s'en

berlin

courant

19911990

1993

1992

1995

1994

semble

henri

américaines

méthodes

l'esprit

henry

l'âge

mondial

avaient

climat

soutien

céréales

produits

indien

découverte

l'institut

distingue

citer

angleterre

colonie

principe

machine

particulière

empereur

l'élevage

objets

particulier

autonome

l'écriture

utilise

communes

lac

exportations

extrêmement

l'afrique

moteur

laquelle

types

puis

l'académie

comte

fréquence

découvertes

époque

environ

intérieure

nouvelle

peut

organismes

développé

afin

occidentaux

enfants

famille

réalisé

reprises

fit

dieux

,

production

phénomène

fin

mettre

profonde

recours

était

composés

comportement

métaux

l'amérique

aucun

placé

composition

musulmans

politiques

louis

énergie

l'ouest

qu'elle

paysans

autre

catégories

jours

chargé

aurait

rivières

poète

langue

george

toute

possèdent

d'asie

siècle

nourriture

californie

appartient

actuelle

moitié

économiques

formation

l'amour

décembre

jeune

systèmes

récit

caractères

villes

longue

l'existence

l'image

massif

maladies

intérêt

hongrie

service

à

l'étude

responsable

combats

john

résultat

histoire

convention

formant

palestine

prendre

malgré

hors

nations

notamment

élément

classes

poids

telle

lumière

remplacé

commandement

physiques

troisième

1968

chaîne

1964

1965

alors

1967

-

1961

1962

1963

industrielle

faveur

forces

terrestre

monétaire

souveraineté

totalement

cordes

doit

complexes

phase

marie

the

secteurs

somme

alliés

points

château

notion

bataille

musicale

devinrent

coeur

d'

scène

indépendant

prix

radio

baie

pris

rang

prit

cependant

l'organisme

mena

carbone

de

danse

du

bas

furent

guerres

suffrage

problèmes

désert

architecture

divisé

individus

année

commandant

guerre

chimique

zones

contiennent

techniques

voyage

majeur

sorte

prince

bien

montagne

accord

nature

novembre

signé

sera

formée

terme

auteur

l'allemagne

auprès

qu'en

naquit

davantage

museum

première

entraîna

insectes

ils

règne

portant

nucléaire

scientifique

congrès

déclin

début

ministère

peintre

source

union

d'environ

sud-est

.

puissance

revenu

parents

familles

mexique

c'est-à-dire

d'amérique

substance

l'ancienne

fortement

efficace

commerce

ait

chrétien

caractéristique

l'europe

atlantique

utilisés

reconnaissance

tant

servit

tissus

ii

il

profondément

mouvements

quand

industriels

art

principale

quant

colonies

livre

suivirent

elle

renaissance

américain

l'année

alimentaires

resta

cycle

1979

1978

1977

1976

1975

1974

1973

1972

1971

1970

rome

centres

jean

connut

connus

traditions

couleur

université

obtint

repose

connue

canton

célèbre

réserves

1848

milliers

texte

royal

d'origine

possède

collections

l'urss

conflits

enfin

turquie

nationaliste

possible

atomique

fusion

unique

mis

bande

mesure

situés

divers

désigne

complexe

Églises

musique

ceux-ci

obtenu

domaines

navires

auteurs

japon

critique

bord

atteint

située

chasse

résistance

grèce

gouvernement

totale

foi

idées

campagne

décrit

littoral

décida

limitée

poèmes

dollars

l'expérience

cadre

plus

d'arrondissement

efforts

considérée

sept

jacques

français

d'ailleurs

pays

sol

système

lois

dès

loin

changements

doctrine

lieu

essentiellement

jeunes

côte

langage

avait

c'est

joseph

variété

communiste

accords

l'administration

écrits

oeuvres

ligne

italien

scènes

fort

pratiquement

voire

santé

française

deuxième

arabes

moderne

petit

dernières

peuples

lança

réaction

étudia

créée

construite

ni

révolte

ne

profondeur

commerciale

l'un

d'espagne

dieu

longueur

proche

biens

l'angleterre

russe

lignes

indépendante

doute

religieux

celui-ci

forment

secteur

oeufs

entièrement

petites

sujet

jusqu'à

faisait

roi

concept

l'autriche

0

corps

retour

signifie

1948

1949

zone

donner

1943

1940

technique

1946

1947

1944
1945

cité

charge

thème

façon

un

division

république

lorsqu'il

provoqua

particules

créer

sujets

collège

dix

science

dit

poste

ville

situe

temples

caractère

droit

toutefois

d'une

quelques

l'océan

port

étaient

ouvrage

roches

littérature

seule

femelle

international

seuls

groupe

confédération

développée

principales

parallèlement

demeure

noir

moyens

opérations

l'indépendance

grâce

cette

domaine

queue

bon

l'ancien

navigation

savoir

parmi

morale

tête

allait

rendre

l'évolution

france

comprennent

films

révolutionnaire

propres

animaux

pratique

soumis

indiens

appel

rythme

militaire

conférence

cas

car

cap

supérieure

sous

règle

faune

mouvement

figure

construit

matières

président

graines

parce

soleil

degré

écrivains

1

l'île

école

espèce

compositeurs

l'objet

date

gros

mal

permet

nombreux

séparation

avant

né

si

nous

sa

l'eau

se

légende

haute

jeux

d'argent

libération

police

forme

d'art

organisation

troubles

communauté

grande-bretagne

main

présentent

au-dessus

nom

non

comprend

nation

1955

19541957

1956

1951

1950
1953

nombre

liberté

devient

son

1959

1958

telles

formé

d'années

royaume-uni

défense

james

vitesse

classiques

ancien

caractérise

afrique

en

écoles

communication

frère

méthode

eu

et

homme

canada

générale

profit

appelé

historiques

écrit

japonais

formule

universités

chacune

romans
plomb

être

l'école

basse

fondateur

rayons

artistes

suisse

celle-ci

place

routes

ministre

nouvelles

marquée

centrale

pologne

l'autorité

tableaux

apparut

revenus

contemporains

courants

ont

droite

plaine

réalisa

thèmes

prises

2

droits

structures

connu

besoins

poésie

moscou

trône

utilisé

population

sert

réformes

branche

créé

tendance

fruits

russie

and

représentent

allemands

premier

allemande

ans

presque

près

représentant

masse

sciences

textiles

deux

impériale

douze

paix

plaines

l'ordre

personnage

preuve

doivent

minerai

pêche

traditionnelles

vaste

fille

louisxiv

sud-ouest

conflit

mains

rendit

l'Église

venise

maître

trop

frontière

serait

île

célèbres

l'empire

presse

sainte

États

administratif

rôle

jazz

monde

modèles

nouveau

l'état

leur

îles

vision

appelées

nouveaux

État

commença

1920

1921

1922

1923

19241925

1926

1928

1929

compositeur

l'industrie

partisans

devaient

sites

importance

3

chaque

l'architecture

pouvant

xxesiècle

apparaît

vrai

«le

vue

«la

mont

tous

tout

autour

colons

moyenne

traitement

seulement

arts

grand

troupes

lorsque

qu'il

l'intérieur

l'air

l'apparition

quitta

mars

industrie

concernant

direction

ceux

quatre

former

n'a

couronne

parfois

situation

mère

nationales

soit

ferroviaire

habitants

soviétique

unités

volonté

par

pas

lui-même

etc

tour

élevé

publié

statut

l'exploitation

fondée

n'est

nombreuses

tradition

ordres

cités

faible

lequel

périodes

relief

soient

l'italie

taille

successeur

actions

suède

multiples

l'économie

instrument

péninsule

4

figurent

coton
aspects

certaine

mot

dite

certains

quantités

spécifiques

élu

modèle

contenant

physicien

l'univers

participa

mesures

constitue

images

sommet

turcs

composé

traités

peuple

représentation

détroit

chefs

matériaux

remarquables

écrivain

1933

1932

1931

1930

1937

1936

particulièrement

1934

reçut

1939

1938

choix

celles

on

une

central

of

xiesiècle

réforme

ou

instruments

cercle

développer

parties

mariage

représentants

après

allemand

culturel

succéda

espagne

loi

italie

l'est

jusqu'en

plusieurs

cultures

agricole

l'unité

l'oeuvre

bassin

s'était

sécurité

cellules

prusse

remarquable

portée

internationale

qu'ils

fils

russes

artistique

certain

théologie

an

rapide

puissances

chambre

au

déjà

av

arabe

film

actuel

agricoles

électriques

caractéristiques

juin

textes

personnes

métal

discours

britannique

poursuivit

richesse

peau

forêts

françaises

culturelle

important

littéraire l'asie

catholique

démocratique

recherches

langues

l'utilisation

fleurs

blanche

lacs

monts

pouvoirs

devint

facilement

anglais

forte

d'or

victoire

nord

l'auteur

vers

projet

sons

sont

indépendance

pression

racines

vallées

sans

présence

large

sang

françois

duquel

programme

tel

auquel

naturelle

désormais

nucléaires

xixesiècle

reine

conscience

sud

d'être

richard

mathématiques

rejoignit

devenu

événements

version

sur

peuvent

public

publia

opposition

enseigna

ballet

l'importance

superficie

dépend

bible

février

composa

connaît

1942

verre

social

action

véritable

perse

médecine

consommation

palais

1941

vie

ressources

armes

d'autres

feuilles
xviiiesiècle

vit

cinéma

huit

passage

florence

produisent

voies

britanniques

mort

régions

matériel

frères

.100

datant

consacra

règles
substances

officiellement

médecin

lesquels

domination

monarchie

sens

gauche

allemagne

des

coalition

l'église

sociale

v

utilisée

taux

études

pont

définitivement

suivant

décision

pièces

cours

court

rapport

philosophique

civilisation

ensemble

plans

petite

notre

croissance

au-delà

octobre

communautés

petits

a

chute

grands

trois

mammifères

anciennes

marché

syrie

entreprit

culte

grande

l'armée

l'influence

civile

officielle

mission

pétrole

d'abord

élevée

style

surtout

état

maisons

termes

d'altitude

napoléon

À

exemples

industrielles

supérieur

personne

cet

ces

subit

côtes

l'extrémité

faire

autorités

porte

gothique

Âge

qu'un

compris

longues

ports

annuelle

poétique

télévision

1870

nombres

l'Égypte

suprême

commerciales

création

quelque

l'archipel

robert

juillet

valeurs

effets

réseau

phénomènes

fondation

ouest

commencèrent

base

put

christianisme

néanmoins

selon

contient

montagnes

appartiennent

utilisées

testament

marqué

informations

dont

mise

considéré

donc

principes

chrétiens

n'était

blanc

passer

jeu

avec

d'afrique

noms

qu'une

contre

saint

destruction

conduit

étrangère

travail

ainsi

1919

1918

part

prend

longtemps

atteindre

l'emploi

1912

1914

1917

produit

plateaux

double

professeur

dans

grec
vesiècle

d'autre

découvrit

aussi

couleurs

série

l'homme

eaux

l'essentiel

constructions

jour

faisant

maison

joua

suivante

blancs

tourisme

suivi

province

diverses

plan

xivesiècle

logique

constitution

maladie

cathédrale

institutions

thomas

mécanique

présent

fond

produire

toujours

relation

gouvernements

font

justice

ier

succès

parlement

grecque

distance

ivesiècle

mieux

mêmes

l'autre

vingt

baroque

s'y

ses

principal

influencé

peintures

dirigea

culture

sel

nommé

appartenant

femmes

conditions

hauteur

europe

constituée

effet

unité

mythologie

nord-ouest

rares

danemark

genre

sols

bronze

recherche

classique

abrite

conséquent

roman

collection

principalement

employé

point

simple

s'étend

États-unis

village

fibres

actes

précipitations

moins

pu

duc

due

d'après

propriétés

dut

gaz

d'où

considérablement

s'il

fut

conception

puissant

gisements

général

plante

l'arrivée

progressivement

travailla

cents

von

facteurs

mots

principaux

composée

historique

l'espace

xviiesiècle

textile

n'ont

l'antiquité

scientifiques

armées

commune

liquide

permettant

entier

organes

moment

fabrication

1969

oeuvre

entra

travers

finalement

solide

entre

permettent

déterminer

charbon

y

1966

occidentale

coup

humains

cour

religieuse

1960

premières

marque

humaine

marqua

questions

obtenir

température

continent

alpes

mandat

xvesiècle

dynastie

siècles

occupée

l'action

difficile

joue

départ

plateau

l'histoire

tabac

transformation

génération

constitué

vallée

demande

uniquement

royaume

compte

l'or

nécessaire

firent

côtés

donne

recueil

donna

continua

l'on

technologie

capitale

dernier

publics

universel

réaliser

autres

pierre

l'idée

étant

jamais

ligue

l'empereur

devait

peu

depuis

d'État

bonne

religion

forêt

temple

l'exception

habituellement

directeur

s'agit
pouvaient

européenne

exemple

socialistes

poètes

juive

densité

faits

personnages

services

électrons

activité

chaînes

canal

ancienne

devenue

occupa

brut

question

occupe

long

philosophie

vienne

conseil

chinoise

méditerranée

récits

ailleurs

orientale

proches

différents

.j

affaires

actif

comporte

électronique

naissance

influence

immédiatement

concile

groupes

tentative
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‘made’ 3 neighbors and 3 generations
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Help with learning morphology
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‘with’ 5-neighbors and 2 generations
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Figure : ‘language’ 9 neighbors and 2 generations
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‘would’ 5 neighbors, 3 generations

contains

takes

would

shall

may

becomes

could

remained

had

took
serves

should

will

did

became

attempted
grew

began

seems



‘pays’ 5 neighbors and 2 generations
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‘langue’ 3 neighbors and 3 generations
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‘langage’ 3 neighbors and 3 generations
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‘le’ 3 neighbors and 3 generations
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‘moment’ 4 neighbors, 3 generations
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petites, 3 neighbors
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There is a simple connection between minimizing the
squared distance between nodes (though we haven’t
explained yet what kind of distance we are talking about
now) of a weighted graph and the graph’s Laplacian. We
assume that no vertex is adjacent to itself.

From a purely formal point of view, we could say that we
are looking for a vector x in RV which minimizes the
expression, where W is the adjacency matrix of the graph,
and wi,j are its entries:∑

i,j

(xi − xj)2wi,j (1)



Now we get to the kind of distance we’re talking about:
from the point of view of a projection, imagine that the
entries wi,j in matrix W express the “similarity” between
the ith and the jth element. We are looking for a single
vector x, then, which assigns very similar values to its ith

and jth coordinate just in case those two coordinates
correspond to elements that are “similar”.

We can think of that vector as representing a map from the
graph’s nodes to the real line; that is how we will think
about it now, for the most part.



We define a diagonal matrix D such that dii is the sum of
the weights associated with edges adjacent to the ith

vertex: dii =
∑

j wij . Then

∑
i

∑
j

(xi − xj)2wi,j =
∑
i

∑
j

(x2i + x2j − 2xixj)wi,j (2)



=
∑
i

∑
j

(x2i )wi,j +
∑
i

∑
j

(x2j )wi,j − 2
∑
i

∑
j

xixjwi,j (3)

=
∑
i

x2i
∑
j

wi,j +
∑
j

∑
i

(x2j )wi,j − 2
∑
i

∑
j

xixjwi,j (4)

=
∑
i

x2i dii +
∑
j

x2j
∑
i

wi,j − 2
∑
i

∑
j

xixjwi,j (5)

=
∑
i

x2i dii +
∑
j

x2jdjj − 2
∑
i

∑
j

xixjwi,j (6)



The first two terms are identical, and each are equal to
XTDX, while the third term is twice XTWX. So∑
i

∑
j

(xi−xj)2wi,j = 2(XTDX−XTWX) = 2(XT (D−W )X)

(7)

It turns out that the matrix D-W has a name: it is the
laplacian of the matrix W (or the graph of which W is the
adjacency matrix). So we’ll write L = D−W . And there is
a more natural way of writing XT (D −W )X, which is to
write (X,LX), which we can read as the inner product of
the vector X and the vector LX.



If we restrict our attention to vectors of unit length, then
this quantity (X,LX) is called the Rayleigh quotient. And
we can find its maximal and minimal values along the
eigenvectors of the laplacian. This is quite remarkable!

Before we get to why that should be the case, we are going
to squeeze the matrix so that its major diagonal consists of
just 1’s. We do this by defining a normalized laplacian, by
dividing each entry lij of L by 1√

dii
√

djj
. We can write this:

L′ = D−
1
2LD−

1
2 (8)



If you are following this, you can see that
L′ = I −D−

1
2WD−

1
2 .

The first term is the identity matrix; the second has 0s
down the major diagonal, and is symmetric, and has only
positive values; let’s call it W ′, because it is the normalized
form of W .

And we have a better intuitive understanding of a matrix
such as W ′, because it can naturally describe an ellipsoid:
if we look at points x such that (x,W ′x) is a constant, we
get an ellipsoid.

Furthermore, W ′x is a vector normal to the surface of that
ellipsoid at the point x.

If we think about this geometrically, that means that
(x,W ′x) will be a local maximum when x and W ′x point
in the same direction — which is the same thing as saying
that x is an eigenvector of W ′.



So we look at the eigenvectors of W ′, or of L′. If we look at
the eigenvectors of W ′, we sort them by decreasing
eigenvalue, so λ0 is the largest eigenvalue, and its
eigenvector simply reflects the overall frequencies of the
graph.

Note: sometimes people start number the eigenvalues at 1,
and sometimes at 0, as I have done here.] The second
eigenvalue, λ1, is of great importance in graph theory. Here
we care about its eigenvector, though, and we look at the
values it assigns to each word.
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